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Matemáticas con puntos y rayas

Esto es un l ibro sobre grafos.
¿Qué son los grafos?

A simple vista se podría pensar que son dibujos sencillos rea-
lizados a partir de puntos y rayas que se unen entre sí. Pero si 
nos acercamos un poco más y los observamos con cariño y 
paciencia, descubriremos que son unos objetos matemáticos 
fascinantes, con un sinfín de aplicaciones sorprendentes, que 
sirven para analizar las redes sociales, diseñar una liga de fút-
bol u organizar un banquete de boda. Y siempre de la forma 
más efi ciente y divertida. 

Esta sorprendente obra nos revela, a través de ejemplos lla-
mativos e inesperados, cómo estas herramientas, en apa-
riencia muy simples, tienen un potencial impresionante para 
modelar y resolver de manera óptima situaciones o confl ictos 
cotidianos. Para aprender sobre grafos solo hay que ser cu-
rioso y saber usar algo en lo que, de momento, no nos ganan 
los ordenadores: intuición y sentido común. Además, tampo-
co hace falta tener conocimientos matemáticos previos. Si 
sabes cuándo un número es par, podrás llegar hasta el fi nal 
de este libro y disfrutar de la Teoría de Grafos como un niño.

Clara Grima es doctora en Matemáti-
cas y profesora titular de Matemática Apli-
cada en la Universidad de Sevilla. Desde 
2010 compagina su labor docente e inves-
tigadora con la divulgación científi ca en 
diferentes medios y programas de radio y 
televisión. Merecedora del Premio COSCE 
2017 por su trayectoria y el Premio ROMA en 
la categoría Mujer STEM en 2019 por su la-
bor como divulgadora, imparte cientos de 
charlas al año y está convencida de que 
a todo el mundo le gustan las matemáticas 
aunque algunos todavía no lo sepan. En 
Ariel ha publicado ¡Que las matemáticas te 
acompañen!
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1
EL GUATEQUE

Queremos darte una bienvenida festiva  
al apasionante y divertido mundo de la Teoría de Grafos. 

Pasa sin llamar, sin miedo: te estábamos esperando.  
En este guateque vas a conocer a gente muy  

interesante. No olvides saludarlos a todos, ¿eh?  
Tú eliges si con un casto beso o con un cordial  

apretón de manos.
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Como habrás leído en la introducción (así lo espero, por-
que me la he currado mucho), este es un libro sobre 
grafos. Más adelante daremos una definición formal de 

estos objetos, pero por ahora vamos a pensar que un grafo es 
un objeto matemático formado por dos conjuntos. El primer 
conjunto lo forman unos elementos que llamaremos vértices 
o nodos y que representaremos con puntos. Los elementos del 
segundo conjunto son parejas formadas con dos elementos 
del primero según alguna propiedad que definamos; a estas 
parejas les llamaremos aristas y las representaremos con un 
segmento (una raya) que une los dos puntos correspondientes 
a los miembros de dicha pareja. 

Pero, en principio, un grafo no tiene por qué dibujarse para 
existir. Un grafo, en general, es una idea abstracta que está ahí 
aunque no la veamos, aunque no la dibujemos. Reconozco 
que esto último me ha quedado un pelín Coelho. Podemos 
pensar, por ejemplo, en el siguiente grafo: los vértices (o nodos) 
serían los lectores de este libro, y las aristas serían las parejas 
de lectores que se conocen entre ellos y que podemos repre-
sentar dibujando una rayita que los una. Ese grafo existe y 
está ahí, flotando en el aire. Los afortunados lectores de este 
libro van caminando por la calle o están sentados en sus casas 
leyendo, ajenos, posiblemente, al hecho de que una arista los 
une de forma imperceptible a aquellos de sus amigos que tam-
bién leyeron esta egregia obra. No hace falta dibujarlo, pero 
lo podríamos representar, como hemos dicho, con puntos y 
rayas. No vamos a hacerlo porque serían demasiados puntos 
y el dibujo no sería claro. 

Elijamos otro grafo más pequeño. Los vértices serán las 
comunidades y ciudades autónomas españolas y las aristas 
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las formarán las parejas de comunidades autónomas que, por 
ejemplo, compartan un tramo de frontera. Sí, tendremos cua-
tros puntos aislados: Ceuta, Melilla, Canarias e Islas Baleares 
serían puntos (vértices) aislados en este grafo, porque no com-
parten frontera con ninguna comunidad autónoma.

Como vemos en la ilustración, podemos representar la 
relación «ser fronteriza» sin necesidad de respetar la posición 
geográfi ca de las distintas comunidades o ciudades autóno-
mas. De hecho, podríamos representar este mismo grafo de 
muchas formas diferentes y seguiría siendo el mismo grafo. 
Siempre que, claro está, respetemos las relaciones de fronte-
ra en los vértices (los puntos que representan a las ciudades 
y comunidades autónomas). En el capítulo 14, «Joker», habla-
remos con más detalle y tranquilidad sobre la importancia 
que puede tener, en algunas aplicaciones concretas, el dibu-
jo que hagamos del grafo que modela esa aplicación, pero, de 
momento, digamos que no nos preocupa el dibujo de nuestro 
grafo, solo nos importan las relaciones entre sus vértices. 
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Estos objetos, los grafos, tan monos y en apariencia  
tan simples, nos proporcionan unas herramientas matemá- 
ticas muy potentes para resolver problemas reales de gran 
complejidad y con infinidad de aplicaciones. Como estamos 
empezando este libro y quiero que me acompañes hasta el  
final para que no te pierdas la oportunidad de descubrir  
la belleza de la Teoría de Grafos, vamos a comenzar con un 
ejemplo simple de aplicación de grafos para resolver un acer- 
tijo que, espero, podrás compartir con amigos y familia- 
res cuando la conversación se torne tensa sobre algún tema 
espinoso. 

Alicia y Blas son pareja y han quedado para cenar con 
otras cuatro parejas en un restaurante. Al llegar a la cena, 
todos llegan con su pareja y los asistentes se saludan al verse: 
algunos se dan cordialmente la mano, otros se saludan con 
dos besos. Tras los postres, Blas propone a sus nueve compa-
ñeros de mesa que escriban en un trocito de papel a cuántas 
personas les dieron la mano al llegar al restaurante. Recorde-
mos que todos se saludaron, pero usaron dos tipos de saludo: 
mano o besos. Los compañeros acceden y le dan a Blas los 
nueve papelitos, cada uno con un número: el número de per-
sonas a las que saludaron con un apretón de manos al llegar. 
Blas, sin abrirlos, los mezcla y después los abre y los coloca 
sobre la mesa. Casualmente, las nueve respuestas son distin-
tas, no se repite ningún número. La pregunta que te hago es 
la siguiente: ¿a cuánta gente le dio la mano Alicia al llegar? 

Lo sé. En principio podría parecer que es algo imposi-
ble de saber a partir de los datos de que disponemos, pero 
no. Está todo escrito en el párrafo anterior. Solo se trata de 
«exprimir» toda la información que poseemos, de ensamblar 
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como detectives todas las pistas que tenemos para responder 
a la pregunta. Y, claro, de usar un grafo, porque aquí hemos 
venido a hablar de grafos. 

La primera pista que tenemos es que las nueve respues-
tas eran diferentes. Intentemos adivinar cuáles fueron esas 
respuestas. ¿Pudo alguien escribir, no sé, 11 en su trocito de 
papel? Evidentemente no, porque eran solo 10 amigos. Por 
lo tanto, el número más alto que podría aparecer en esos 
papelitos es el 9. ¿Y el más pequeño? Podemos deducir sin 
dificultad que el más pequeño puede ser 0, que correspondería 
a una persona que saludó a todos con dos besos. Luego, en 
principio, las respuestas posibles serían {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 
Esas son 10 posibles respuestas, pero solo tenemos 9 papeli-
tos. Un momento: leamos de nuevo el acertijo. Llegaron en 
pareja. Eso significa que, al verse, como máximo saludaron 
a 8 personas. Nadie saluda a su pareja al llegar si viene con 
ella: la trae saludada de casa. O no. Pero, desde luego, no 
la saluda si llega con ella. Este pequeño detalle nos viene 
muy bien porque reduce el conjunto de respuestas posibles 
a {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, o sea, ya sabemos qué números había 
en los papelitos. 

Ahora vamos a plasmar esta información en un grafo. 
Los vértices serán 10, uno por cada asistente. Solo tenemos 
identificado a Blas; al resto lo etiquetamos con uno de los 
números que aparecen en los trocitos de papel. Se trata, pues, 
de averiguar detrás de qué número se encuentra Alicia. 
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Ahora vamos a dibujar las aristas del grafo. Estas aristas 
unirán dos vértices entre sí si se dieron la mano. Por lo tanto, 
salvo para el vértice que corresponde a Blas, sabemos cuántas 
aristas saldrán de cada uno de los otros 9 vértices: del 0 no 
saldrá ninguna, del 1 saldrá una, etc.

Comencemos a pintar estas aristas colocando en primer 
lugar las que salen del vértice 8. Tienen que salir 8 aristas a 8 
vértices y, sin contar el vértice 8, nos quedan 9. Pero bueno, 
sabemos que al 0 no llega ninguna, y ya lo tenemos: el 8 les 
dio la mano a todos menos al 0. 
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¿Qué podemos deducir del hecho de que el 8 saludara a 
todos menos al 0 con un apretón de manos? Efectivamente, 
que el 8 y el 0 son pareja. La pareja del 8 es una de las personas 
a las que no le dio la mano, y la única opción es el 0. ¡Ea!, pues 
ya tenemos identifi cada a una de las parejas y a dos sospecho-
sos menos de ser Alicia.

Seguimos ahora con el vértice 7, del que tienen que salir 
7 aristas. Lo tenemos fácil, porque quitando al 0 y al 1, que ya 
no pueden recibir más aristas, nos quedan 7 candidatos para 
ser saludados con un apretón de manos por el 7. A uno de 
ellos ya lo habíamos unido, al 8. 

Como la pareja del 7 está entre las personas a las que este 
vértice no les dio la mano y el 7 se la dio a todas menos al 0 y 
al 1, podemos deducir que 1 y 7 son pareja. El 0 es la pareja del 
8. Pues nada, dos sospechosos menos de ser Alicia. Seguimos 
con el 6 y repetimos el proceso: el 6 se podrá unir con todos 
menos con el 0, el 1 y el 2, porque estos tres ya tienen dibujadas 
las aristas que les corresponden.
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Al igual que en los casos anteriores, como la pareja del 
vértice 6 se encuentra entre los vértices a los que no les dio la 
mano, la única opción es el 2. Tenemos identifi cada una nueva 
pareja y hemos eliminado a dos nuevos sospechosos, el 2 y el 6.

Aunque supongo que ya intuyes quién es Alicia, vamos a 
terminar de dibujar nuestro grafo añadiendo las aristas que 
salen del 5 y que pueden unirlo a todos los vértices menos 
al 0, al 1, al 2 y al 3, porque estos ya tienen las aristas que les 
corresponden.
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Pues ya lo tenemos: el 5 es la pareja del 3, es el único libre 
de entre todos los que no saludó con un apretón de manos 
y, por lo tanto, ya hemos desenmascarado a Alicia. Estaba 
escondida en el vértice 4 y dio la mano a 4 personas al llegar. 

Sorprendente, ¿no? Un rompecabezas que en principio 
parecía muy complicado y que se resuelve de forma simple, 
y sobre todo muy elegante, sin más que modelar la situación 
usando un grafo. Bueno, ya te prometí que los grafos son una 
herramienta muy potente para eso: modelar y resolver pro-
blemas de manera efi ciente e intuitiva. 

Pero, ¡un momento! ¿Te has fi jado en los resultados fi na-
les de los saludos con apretón de manos? Alicia y Blas han 
saludado, los dos, a 4 personas cada uno. Qué casualidad, ¿no? 
Ellos sí han coincidido. ¿Será que son una pareja mejor ave-
nida que las otras cuatro? ¿Cuál será el secreto de su amor? 
Espera, espera, ¿no será alguna propiedad de los grafos que 
no conocemos? 

No te pierdas el próximo capítulo para salir de dudas. 
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En el capítulo anterior nos despedimos con el descubri-
miento de que Alicia y Blas habían saludado con un 
apretón de manos al mismo número de personas al llegar 

a la cena, y nos preguntábamos —o me pregunté— si aque-
lla sincronización era consecuencia de un amor bien llevado 
o simplemente derivaba de alguna propiedad de los grafos. 
En este capítulo desvelaremos ese misterio y aprenderemos 
muchas más cosas sobre grafos, claro, sobre más fiestas y sobre 
lo que podemos aprender contando palomas. 

A estas alturas ya sabemos que un grafo es un objeto (pre-
cioso) que está formado por un conjunto de vértices y un con-
junto de aristas (que representan a parejas de vértices). Pero 
vamos a definir algunos conceptos asociados a los grafos que, 

2
LA VERBENA  

DE LA PALOMA
Fiestas, palomas, palomares, estrellas  

y una historia de amor con un final feliz.  
Estos son los ingredientes de esta verbena en la que 
vamos a empezar a llamar las cosas por su nombre.  

Suena la música y los grafos van saliendo  
a la pista. ¿Bailas conmigo?  
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